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以“牛顿法"为背景的高考试题赏析 

1 问题的提出 

《普通高中课程标准实 

验教科书数学选修2-2；}人教 

A版．第 1．2节 “探究与发 

现”：牛顿法一 用导数方法 

求方程的近似解：人们很早以 

前就开始探索高次方程的数 

值求解问题．牛顿(Issac New一 

362100 福建省惠安高级中学 杨苍洲 陈佳聪 

· 。 

／ 

图 1 

y-e 一1=e I_ (X--X．I一1)，令y=O得 = I．1-1(2≤后≤n)； 

，n (1I)因为 l=0， I— ̈ ：一1，得 =一(k一1)， 

I PIQI l=e ·=e一‘ 一‘’，S =l P。Q。l+J P2Q J+I P3Q3 l+⋯+ 

I P Q l=1 。 +．． 1-e-n= 

ton，1642—1727)在《流数法》一书中，给出了高次代数方 

程的一种数值解法——牛顿法．这种求方程根的方法， 

在科学界已被广泛采用．⋯⋯ 

牛顿法用“作切线”的方法找到一系列的切线以及 

它们与 轴的一系列交点 ， 。， ，⋯， ，并推导出求 

方程根的牛顿法公式：如果厂 ( 。)≠0，那么 ----X 。一 
，， 、 

． 对于给定的精确度，我们可以根据上述公式求 
J l， 

出方程的近似解． 
，， ．̂ 、 

显然，牛顿法的公式 = 一 中给出了 ， 
J 、 一̂1， 

的递推关系，因此，以此方法为背景命制导数与数列 

交汇的试题显得非常自然、和谐，新而不难，能突出知识 

之间的交叉、渗透和综合，体现综合性，能充分检验学生 

对所学知识的综合应用程度．下面笔者就高考试题以及 

自己编制的几个试题与大家共赏此类试题的精彩． 

2 考题赏析 

在近年的试题中以“牛顿法”为背景的试题开始崭 

露头角，且屡有新意． 

例 1 (2011年陕西)如图 

2，从点P。(0，O)作 轴的垂线 

交曲线Y=e 于点 Q。(0，1)，曲 

线在 Q。点处的切线与 轴交于 

点P2，再从尸2作 轴的垂线交 

， ‘ ’，= 

Q， ≯ 
Q 4 ’ 

P4 P P，P1 O 

图2 

例2 如图3，已知曲线 C： 

y： 在点e(i，1)处的切线与 

轴交于点 Q ，过点 Q 作 轴的 

垂线交曲线 C于点 P ，曲线 C 

在点P。处的切线-q x轴交于点 
Q ，过点 作 轴的垂线交曲线 c于点 P2，⋯，依次得 

到一系列点P。，P2，⋯，P ，设点 的坐标为( ，)， )( 

∈N’1． 

(I)求数列{ }的通项公式； 

(Ⅱ)求证：三角形P +。P 的面积为定值． 

解 (I)由 寺求导得)， 一 ，所以曲线c：Y 

÷在点P(1，1)处的切线方程为y-1=一( —1)，即y=一 

+2．此切线与 轴的交点 Q 的坐标为(2，0)，所以点P。 

的坐标为(2，÷)．即 。=2，)， = 1．因为点 的坐标为 

( ，y )(rt∈N’)，P 在曲线C上，所以Y =÷，所以曲 

线C：y=÷在点P ( ，y )处的切线方程为y- = 

一  ( 一 )，令y：0，得点Q 的横坐标为 州：2 
^ 

‘ 

所以数列{ }是以2为首项，2为公比的等比数列， 

曲线于点 Q：，依次重复上述过程得到一系列点：P。，Q。， 

P2，Q ，⋯，P ，Q ，记P 点的坐标为( ，0)(k=1，2，⋯， 

n、． 

(I)试求 与 ¨的关系(2≤矗≤n)； 

(II)求fP Q。I+I尸2Q f+IP3Q，I+⋯+lP Q I． 

解 (I)设 一。( ̈ ，0)，由Y’=e 得：曲线在 

Q̈ ẍ ，e )点处的切线斜率为e t，所以切线方程为 

所 以 =2。【 ∈ )· 

(1I)设 P ( ，Y )，P x州，y )， n+2( ，Y )， 

因为sP．Q P ，：1
，， ＼

1

，， 
+ 
1)(2训

一 2一) 因为 ．Q =，)＼，' + )(2 一2 ) 

=÷× =}， × “ ， 
=  
1( + 1)(2 ) 

=÷杀 “=孚， 
．)S以p口 = 1 , 1 1 ,(2 

一 2 ) 
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=÷ 2 =萼， 
所以 Js△ P 

．， 

= 5 口 口 ， 一Sp Q
． ．

P ．一．s Q 
。
口 = 

1 5
一  

3 

一

号 音(定值)· 
上述两个例题都是函数导数、直线方程、数列交汇 

的题型，题 目的设计环环相扣，它从求曲线的切线人手 ， 

考查导数的几何意义、直线的方程、函数的零点、等差数 

列的定义、数列的递推公式、数列求和等知识点，问题的 

设计横跨函数导数、解析几何、数列三大知识版块，实现 

了知识的交汇创新，简约而不简单． 

3 新编练 习 

例 3 (2010年福建改编)已知函 

数，( )= +bx，其图象记为曲线 c， 

曲线c在P。(1 1))的切线方程为Y 

= 2x-2． 

(I)求a，b的值； 

(II)若曲线 c与其在点 P (1， 

，(1))处的切 线交 于另 一点 P2( ， 

))，线段P。尸2与曲线 c所围成封 

闭图形的面积分别记为5，，求 5。的值； 

y 

f o 。童 } 

7 
P2 

图 4 

(1lI)若按(II)的方法依次做下去，即：若曲线 c与 

其在点 P ( ，f( ))处的切线交于另一点 P川( ， 

))，曲线 C与其在点 P ( 小f( +。))处的切线 

交于另一点P ( 柑))，线段P P ，P P 与曲 

线 c所围成封闭图形的面积分别记为S ，S ，证明 

为定值，并求．S ． 

解 (I)因为f ( )=3ax +6，又因为 f(1)=0， 

f (1)=2，所以a+b=0，3a+b=2，所以 a=1，b=-1． 

(Ⅱ)因为 )=23--3g由{． 2：一2’得,23--3 +2：0， 
tY 一 ． 

所以 =1或 ：一2，故 =-2，进而有 

S =I』 (( 一 )一(2x-2))dxl 

= I ( 一3x+2)dx I 

：} ÷ ) 1= 27 
(In)因为， ( )=3x -1，P ( ， 3 一 )， 

因为厂 ( )=3 ：一1，因此过点P。的切线方程为 

)，=(3x~-1)( — )+ ：一 ， 

即y：(3 2-1)x-2x3，由{．y ‘ 一 一2 ：’得 
ty — - 

一  = (3 ：一1) 一2 ：，所以 = 或 =-2x ， 

故 =一2x ，进 ffI】有 

S =i J -
．

2x。( 一3 2 +2 )dx l 

=l( 一3 2 2 32；)f- 2x ：． 
用 代替 ，重复上面的计算，可得 =一2x 和 

27 4 

s ： 期 一 哳嚎= 1 
4一 0 

Y．S。= 27
，所以．s =( )·( ) =27·2 ． 

例 4 (2011年泉州市质检 

改编)已知双曲正弦函数 shx= 

早 和双曲余弦函数chx= 
二  

}与正弦函数sinx和余弦函 

数COS2；有类似的性质． 

(I)已知 (sinx) =C0S2；、 

(cosx) =一si似，类比这一结论， 

写出双曲正弦函数和双曲余弦 

函数所具有的结论； 

： ， 

2 ／ 
| 

‘p ． 

e —e 

2 

图 5 

(Ⅱ)设 )=shx，g( )=chx，分别过 P。(1 1))， 

Q (1，g(1))作函数 )，g(x)的切线P ，q。，直线P。，q。 

相交于点R。；再过点 。作 轴的垂线f。，z。分别交函数 

)，g(x)于P2，Q ，分别过 P2，Q：作函数 )，g(x)的 

切线P：，q：，直线P：，q：相交于点R：⋯⋯；如此依次作下 

去，得到一系列交点R。，R ，⋯，R (n∈N’)，求点R 的 

横坐标 ． 

解 (I)(shx) chx，(chx) =shx； 

(II)因为 P。(1，sh1)，Q (1，ch1)，所以切线 P ，q。 

的斜率分别为 chl，shl， 

所以切线 Pl：Y=chl(x-1)+shl，ql：Y=shl(x-1)+ 

chl， 

由{ 二 ；： ： ：得 =2，所以 。=2， 
又因为 P ( shx )，Q ( ，chx )，所以切线 

- P ，q 的斜率分别为 chx ，shx ， 

所以切线P ：Y=chx n_l(2；--2； )+shx ，q ：Y=shx n_l 

fy=chx 一1( — 一J)+shx 一l， 
x-x ．_ t)+。 '由iy： h (X--Xn L)+hC ， l’，=Sn 一．I ，十 1． 
得X----2； +I，．·． = +1，．．．{ }是 以 I=2为首 

项，公差为I的等差数列，．．． =n+1． 
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