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2021新高考全国Ⅰ卷参考答案与部分试题解析 

答案仅供参考，以国家教育考试中心正式公布的答案为准 

一、单项选择题 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 

答案 B C B A C C D B 

7．若过点 ( , )a b 可以作曲线
xy e= 的两条切线，则（    ） 

A．
be a        B．

ae b         C．0 ba e         D．0 ab e   

【解析】（向重新提供）方法一：因为 x 轴是曲线
xy e= 的渐近线， 

过点 ( , )a b 可以作曲线
xy e= 的两条切线， 

则点 ( , )a b 应在 x 轴的上方，即 0b   

又曲线
xy e= 是下凹的，要能作两条切线， 

则点 ( , )a b 应在曲线上相同横坐标的点 ( , )aa e 的下方，即 ab e  

综上，0 ab e  ，选 D. 

方法二：曲线在点 0

0( , )
x

P x e 处的切线方程为  0 0

0( )
x x

y e e x x− = − ， 

由过点 ( , )a b 得 0 0

0( )
x x

b e e a x− = − ，问题等价于 0

0( 1)
x

b e a x= − + 有两个 0x 解， 

    记 ( ) ( 1)xf x e a x= − + ， x R ，则 ( ) ( )xf x e a x = −  

所以， ( )f x 在 ( , )a− 上递增，在 ( , )a + 上递减， 

max( ) ( ) af x f a e= = ， 

又  lim ( ) 0
x

f x
→−

= ， x →+时， ( )f x →−， 

( )f x 的大致图象如图 2 所示，要 ( )b f x= 有两解，则0 ab e  ，所以选 D. 

二、多项选择题 

题号 9 10 11 12 

答案 CD AC ACD BD 

12．在正三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1 1AB AA= = ，点 P 满足
1BP BC BB = + ，其中 [0,1] ，

[0,1] ，则（    ） 



图 3 B 

D1 

C A 
E 

F 

A1 

B1 

C1 

D 

A．当 1 = 时， 1AB P 的周长为定值    

B．当 1 = 时，三棱锥 1P A BC− 的体积是定值 

C．当
1

2
 = 时，有且仅有一个点P ，使得  

D．当
1

2
 = 时，有且仅有一个点P ，使得 PABBA 11 平面⊥  

【解析】（肖润军提供）如图 3， 

A 选项，当 1 = 时，点P 在线段 1CC 上运动， 1AB P 的周长显然不是定值，A 不正确； 

B 选项，当 1 = 时，点 P 在线段 11CB 上运动，
12

3

2

3

2

1

3

1
11

=== −− BCPABCAP VV ；B 正确； 

C 选项，当
1

2
 = 时，点 P 在线段 1DD 上运动，显然有 1111 , BDDABDDA ⊥⊥ ， C 也不对； 

D选项，当
1

2
 = 时，点 P 在线段EF 上运动，显然有 11 ABBA ⊥ ，以D为原点，分别以 1,, DDDBDA

为 zyx ,, 轴建立空间直角坐标系，则 ])
2

1
,

2

1
[(),

2

1
,,

2

3
(),1,

2

1
,

2

3
(1 −−=−= mmAPBA ， 

1

3 1 1
0

4 2 2 2

m
BA AP m• = − − + =  = − ，即点 P 是 F 点时有 APBA ⊥1 ，此时， PABBA 11 平面⊥ 成立． 

故答案选 BD． 

三、填空题 

题号 13 14 15 16 

答案 1 
3

2
x = −  1 5，

3
240 3

2n

n + 
− 

 
 

16．某校学生在研究民间剪纸艺术时，发现剪纸时经常会沿纸的某条对称轴把纸对折．规格为

20 12dm dm 的长方形纸，对折 1 次共可得到10 12dm dm ，20 6dm dm 两种规格的图形，

它们的面积之和
2

1 240S dm= ，对折 2 次共可得到5 12dm dm ，10 6dm dm ，20 3dm dm 两

种规格的图形，它们的面积之和
2

1 180S dm= ，以此类推．则对折 4次共可得到不同规格的图形

的种数为            ；如果对折n 次，那么
1

n

k

k

S
=

=             ． 

【解析】（杨维康提供）由题知 

BPPA ⊥1



折叠 1 次，长方形为10 12 ,20 6cm cm cm cm  ，共 2 种，
1 1

240
2

2
S =  ； 

折叠 2 次，长方形为5 12 ,10 6 ,20 3cm cm cm cm cm cm   ，共 3 种，
2 2

240
3

2
S =  ； 

折叠 3 次，长方形为
5 3

12 ,5 6 ,10 3 ,20
2 2

cm cm cm cm cm cm cm cm    ，共 4 种，
3 3

240
4

2
S =  ； 

…… 

折叠n 次，长方形为
0 1 1 0

20 12 5 12 20 12
, , ,

2 2 2 2 2 2n n n
cm cm cm cm cm cm

−
   ，共 1n + 种， 

240
( 1)

2
n n

S n= +  ； 

所以 1 2

1

n

k n

k

S S S S
=

= + + + 1 2

240 240 240
2 3 ( 1)

2 2 2n
n=  +  + + 

3
240 3

2n

n + 
= − 

 
． 

四、解答题 

17．已知数列{ }na 满足 1 1a = ， 1

1

2

n

n

n

a n
a

a n
+

+
= 

+

， 为奇数，

， 为偶数.
 

⑴记 2n nb a= ，写出 1 2,b b ，并求出{ }nb 的通项公式； 

⑵求{ }na 的前 20 项和．  

【解析】（符频提供） 

(1) 由题知：𝑎1=1,𝑎2=𝑎1 + 1 = 2, 所以𝑏1=𝑎2=2; 又因为 𝑎3=𝑎2+2=4,𝑎4=𝑎3+1=5，所以 𝑏2=𝑎4=5; 

当 n≥2 时，𝑏𝑛=𝑎2𝑛=𝑎(2𝑛−1)+1=𝑎2𝑛−1+1=𝑎(2𝑛−2)+1+1=𝑎2𝑛−2+3=𝑏𝑛−1+3, 

所以 𝑏𝑛 − 𝑏𝑛−1=3，又因为 𝑏1=2，所以{𝑏𝑛}是以 2 为首项，3 为公差的等差数列， 

𝑏𝑛 = 𝑏1+(𝑛 − 1)𝑑=2+3(𝑛 − 1)=3𝑛 − 1; 

(2) 由(1)知：𝑎2𝑛=𝑎2𝑛−1+1=3𝑛 − 1，所以𝑎2𝑛 = 3𝑛 − 1,𝑎2𝑛−1 = 3𝑛 − 2,n∈ 𝑁∗, 

 则𝑆20 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎20=(𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎5 + ⋯ + 𝑎19) + (𝑎2 + 𝑎4 + 𝑎6 + ⋯ + 𝑎20) 

 ＝
(1+28)×10

2
+

(2+29)×10

2
= 300． 

18．某学校组织“一带一路”知识竞赛，有 A，B 两类问题．每位参加比赛的同学先在两类问题中选

择一类并从中随机抽取一个问题回答，若回答错误则该同学比赛结束；若回答正确则从另一类

问题中再随机抽取一个问题回答，无论回答正确与否，该同学比赛结束．A 类问题中的每个问题

回答正确得 20 分，否则得 0 分；B 类问题中的每个问题回答正确得 80 分，否则得 0 分． 

       已知小明能正确回答 A 类问题的概为 0.8，能正确回答 B 类问题的概率为 0.6，且能正确回

答问题的概率与回答次序无关. 

(1) 若小明先回答 A 类问题，记 X 为小明的累计得分，求 X 的分布列； 

(2) 为使累计得分的期望最大，小明应选择先回答哪类问题？并说明理由． 



B C 

A 

k 
D 

图 4 

2k 

3k 

c 

a 





【解析】（杨生华、舒巧云提供） 

(1) X 的所有可能取值为 0, 20, 100． 

2.08.01)0( =−==XP ； 32.0)6.01(8.0)20( =−==XP ； .48.06.08.0)100( ===XP  

X 的分布列为 

X  0 20 100 

P  0.2 0.32 0.48 

(2) 由(1)，先回答 A 类问题的得分期望为 48.010032.0202.00)( ++=XE 4.54= ； 

若小明先回答 B 类问题，记Y 为小明的累计得分，则Y 的所有可能取值为 0, 80, 100， 

,4.0)0( ==YP 12.02.06.0)80( ===YP ， 48.08.06.0)100( ===YP ， 

6.5748.010012.0804.00)( =++=YE ， 

因为 )()( XEYE  ，所以先回答 B 类问题累计得分的期望最大． 

【点评】该题主要考查离散型随机变量的分布列与期望，难度不大，学生只要分情况求出分布列与

期望即可． 

19．记 ABC 的内角 A，B，C 的对边分别为 , ,a b c , 若 acb =2 ，点 D在边 AC 上， CaABCBD sinsin = ． 

（1）证明： bBD = ； 

（2）若 ,2CDAD = 求 ABCcos ． 

【解析】（朱静提供） 
（1）由正弦定理得 

      CaABCBD sinsin = acbBD = ，又已知  acb =2 ，∴ bBD = ． 

（2）方法一：∵ ,2CDAD =  又由（1）知 BD=b，如图 4， 

     令 CD=k，则 AD=2k，BD=3k，ac=9k2    …① 

     在△ABD 中，由余弦定理知 

        cos32294 222 −+= kkkkc    …② 

     在△BCD 中，由余弦定理知 

        cos329 222 −+= kkkka     …③ 

     因为   coscos −= ，∴由②③可知， 222 332 kca =+  

     又由①得 422 81kca = ，∴  

4
2 2

2

81
2 33 0

k
a k

a
+ − =  

   ∴

3 6
3

( )2
3 3

6

a ka k
c a b

c k
c k


 == 

−  
= =

或 舍，理由是  



B C 

A 

D 

图 5 

b 

b 

c 

a 

B 

C 

A 

E 

D 
O 

   在△ABC 中由余弦定理知，
12

7

2
cos

222

=
−+

=
ac

bca
ABC ． 

方法二：∵ ,2CDAD =  如图 5  
1 2

3 3
BD BA BC= + ， 

   由 | |BD b= 得  ABCacacb ++= cos
9

4

9

4

9

1 222
  …① 

  又在△ABC 中由余弦定理知   
ac

bca
ABC

2
cos

222 −+
=    …② 

    由①②可得 222 1136 bca =+ ，又 acb =2 ，∴ 03116 22 =+− caca  

    即 0)3)(32( =−− caca ，∴ caca
3

1

2

3
== 或  

    代入②可得 )(
6

7

12

7
cos 舍或=ABC ，∴

12

7
cos =ABC ． 

20. 如图，在三棱锥 BCDA− 中，平面 ⊥ABD 平面 OADABBCD ,, = 为 BD的中点. 

（1）证明： CDOA⊥ ; 

 (2) 若 OCD 是边长为 1 的等边三角形，点E 在棱 AD上， 

    EADE 2= ，且二面角 DBCE −− 的大小为 45 ， 

    求三棱锥 BCDA− 的体积.  

【解析】（肖思琪提供） 

（1）证明： ADAB = , O 为 BD的中点， BDOA⊥  

 又  面 ⊥ABD 面 BCD，且面 ABD 面 BCD = BD  

 ⊥OA 面 BCD   CD 面BCD， CDOA⊥  

（2）方法一：由已知可得 1=== ODCDOC , = 60ODC ，且O 为BD的中点 2=BD  

    由余弦定理 360cos2222 =−+= CDBDCDBDBC ， CDBC ⊥  

    在 CBOD, 上分别取 F 点，G 点，满足 FODF 2= ， CGCB 3= ,连接EG  

   
2

3

DE DF

DA DO
= = ，

2
/ / ,

3
EF OA EF OA = ， ⊥EF 面 BCD  

   同理可证
2 2

/ / , , ,
3 3

FG DC FG CB FG DC ⊥ = =  



图 6 

B 

C 

A 

E 

D O 

x 
y 

z 

   FFGEFCBEFCBFG =⊥⊥ ,, ， ⊥CB 面EFG ， EGCB ⊥  

    由二面角定义可得， = 45EGF ，
3

2
== EFGF ， 1=OA  

    6

3

2

1

3

1
==− OACDACV BCDA ．

 

方法二：由已知可得 1=== ODCDOC , = 60ODC  

   且O为BD的中点， 2=BD  

   由余弦定理 360cos2222 =−+= CDBDCDBDBC  

   BC CD ⊥  

   如图 6，以 CBCD, 分别为 ,x y 轴，过C 点作OA的平行线 

为 z 轴建立空间直角坐标系．则 )0,3,0(),0,0,1()0,0,0( BDC ， ， 

   设 ),
2

3
,

2

1
( mA ，由

1

3
AE AD= ，得 )

3

2
,

3

3
,

3

2
(

m
E ， 

2 3 2
(0 - 3 0) ( , , )

3 3 3

m
BC CE= =， ，， ， 

   设 ),,( zyxm = 为平面 BCE 的法向量， 

   则有

3 0
0

2 3 2
0 0

3 3 3

y
m BC

m
m CE x y z

− =
  = 

 
 = + + = 



，取 
1

(1,0, )m
m

= −  

   易知面BCD的法向量为 )1,0,0(=n ，由二面角 DBCE −− 的大小为 45 得 

    

2

1
(1,0, ) (0,0,1)

cos 45 1
1

1 1

m n m m
m n

m



− 


= =  =


+ 

，所以 
6

3

2

1

3

1
==− OACDACV BCDA

． 

21．在平面直角坐标系 xOy 中，已知点 1 2( 17, 0), ( 17, 0)F F− ，点M 满足 1 2| | | | 2MF MF− = ，

记 M 的轨迹为C ． 

⑴ 求C 的方程； 

⑵设点 T 在直线
1

2
x = 上，过 T 的两条直线 分别交 C 于 A B、 两点和 P Q、 两点，且

| | | | | | | |TA TB TP TQ =  ，求直线 AB 的斜率与直线 PQ的斜率之和． 



【解析】（杨维康、陈朦提供） 

⑴易得的方程为
2

2 1( 0)
16

y
x x= - ． 

⑵方法一：设直线 AB 的方程为 ABl y kx m= +： , A B、 两点的坐标为 ( , ), ( , )A A B BA x y B x y  

联立方程 2
2 1

16

y kx m

y
x

= +



− =


2 2 2(16 ) 2 ( 16) 0k x kmx m − − − + =  

由 2 2 2 24 4(16 )( 16) 0k m k m = + − +   得 2 2 16k m−   

所以，
2

2

16
A B

km
x x

k
+ =

−
，

2

2

16

16
A B

m
x x

k

+
 = −

−
 

又 
2 21 1

1 1
2 2

A ATA k x k x
 

= + − = + − 
 

, 
2 21 1

1 1
2 2

B BTB k x k x
 

= + − = + − 
 

 

则 
2 1 1

(1 ) ( )
2 4

A B A BTA TB k x x x x
 

 = +  − + + 
 

2 2

2

2

1
12

4(1
16

m km k

k
k

+ + +

= +
−

）  

设直线 AB 过点
1

,
2

T t
 
 
 

，则
1

2
t k m= + ，即

1

2
m t k= − . 

所以

2

2 2 2 21 1 1 1
12 12 12

4 2 2 4
m km k t k k t k k t

   
+ + + = − + − + + = +   

   
 

即 
2

2

2

12
(1 )

16

t
TA TB k

k

+
 = +

−
 

设直线PQ的斜率为 1k ，同理可得  
2

2

1 2

1

12
(1 )

16

t
TP TQ k

k

+
 = +

−
 

由 TA TB TP TQ =   得 

22

1

2 2

1

11

16 16

kk

k k

++
=

− −
，又 1k k ，所以 1k k= − ，即 1 0k k+ = . 

方法二：设过点T 的直线的参数方程为：

1
cos

2

sin

x t

y m t






= +


 = +

，0     

代入曲线C 的方程得：
2 2 2 2 21 1

( cos cos ) ( sin 2 sin ) 1
4 16

t t m t mt   + + − + + =  



化简得  
2

2 2 21 2 sin 3
(cos sin ) (cos ) 0

16 16 16 4

m m
t t


  − + − − − = ， 

即 
2

2 217 2 sin 3
(1 sin ) (cos ) 0

16 16 16 4

m m
t t


 − + − − − = ，由题意，

217
1 sin 0

16
−   

所以  

2

1 2
2

3

16 4
17

sin 1
16

m

t t



+

 =

−

 

设直线 AB 的倾斜角为 ，直线 PQ的倾斜角为 ， , (0, )   且  由直线的参数方程中 t 的

几何意义可知： 
2

1 2
2

3

16 4
17

sin 1
16

m

TA TB t t



+

 =  =

−

， 

 

2

2

3

16 4
17

sin 1
16

m

TP TQ



+

 =

−

 

又 TA TB TP TQ =  , 则 

2 2

2 2

3 3

16 4 16 4
17 17

sin 1 sin 1
16 16

m m

 

+ +

=

− −

，得 
2 217 17

sin 1 sin 1
16 16

 − = −  

所以  2 2sin sin = ，由 , (0, )   得sin sin = ，又  ，所以  + = ， 

即  tan tan tan tan( ) 0    + = + − = ，所以，直线 AB 与直线PQ的斜率之和为 0． 

22．已知函数 ( ) (1 ln )f x x x= − ． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）设a ，b 为两个不相等的正数，且 ln lnb a a b a b− = − ，证明：
1 1

2 e
a b

 +  ． 

【解析】（高用提供） 

（1） ( )f x 的定义域为 (0, )+ ， ( ) lnf x x = − ，则当 (0,1)x 时， ( ) 0f x  ；当 (1, )x + 时，

( ) 0f x  ．所以 ( )f x 在 (0,1) 上单调递增，在 (1, )+ 上单调递减． 

（2）由 ln lnb a a b a b− = − ，得 (1 ln ) (1 ln )b a a b+ = + ，进而
1 1

(1 ln ) (1 ln )a b
a b

+ = + ， 

即
1 1 1 1

(1 ln ) (1 ln )
a a b b

− = − ．令 ( )f x t= ，则
1 1

,
a b

为方程 ( )f x t= 的两个根． 

由（1）知，所以 ( )f x 在 (0,1) 上单调递增，在 (1, )+ 上单调递减，则 ( )f x 在 1x = 处取极大值．又



0x → 时， ( ) 0f x → ， ( ) 0f e = ，则方程 ( )f x t= 的两个根在区间 (0, )e 内． 

不妨设
1 1

0 1 e
a b

    ，则
1

2 1
a

−  ． 

要证
1 1

2
a b
+  ，即证

1 1
2

b a
 − ，由于 ( )f x 在 (1, )+ 上单调递减，则只要证

1 1
( ) (2 )f f
b a

 − ，

又
1 1

( ) ( )f f
a b

= ，则只需证
1 1

( ) (2 )f f
a a

 − ． 

构造函数 ( ) ( ) (2 )F x f x f x= − − ， (0,1)x ． 

2( ) ( ) (2 ) ln ln(2 ) ln(2 )F x f x f x x x x x  = + − = − − − = − − ，易知 (0,1)x 时，
20 2 1x x −  ，

则 ( ) 0F x  ，所以 ( )F x 在 (0,1) 上单调递增，从而 ( ) (1) 0F x F = ，故原不等式
1 1

2
a b
+  得证． 

另一方面，由
1 1

0 1 e
a b

    ，则
1

1e
a

−  ． 

要证
1 1

e
a b
+  ，即证

1 1
e

b a
 − ，由于 ( )f x 在 (1, )+ 上单调递减，则只要证

1 1
( ) ( )f f e
b a

 − ，

又
1 1

( ) ( )f f
a b

= ，则只需证
1 1

( ) ( )f f e
a a

 − ． 

构造函数 ( ) ( ) ( )G x f x f e x= − − ， (0,1)x ． 

2( ) ( ) ( ) ln ln( ) ln( )G x f x f e x x e x ex x  = + − = − − − = − − ， 由
2 1ex x−  ， 解 得

2 4
0

2

e e
x

− −
  ，所以 ( )G x 在

2 4
(0, )

2

e e− −
上单调增，在

2 4
( ,1)

2

e e− −
单调递减． 

因为
2 4

(0, )
2

e e
x

− −
 时， ( ) 0G x  ，

2 4
( ,1)

2

e e
x

− −
 时， ( ) (1) (1)G x G f = −  

( 1) 0f e−  ，所以 (0,1)x 时， ( ) 0G x  ，从而原不等式
1 1

e
a b
+  得证． 

综上，不等式
1 1

2 e
a b

 +  成立． 

【试题评析】该题初看并不像极值点偏移问题，或者说不能直接看出来，难点是对等式



ln lnb a a b a b− = − 的处理，通过代数变形，最终得到
1 1 1 1

(1 ln ) (1 ln )
a a b b

− = − ，联系题设函数 ( )f x

及其极值点 1x = ，便看出该题的端倪——极值点偏移！ 


